
第三单元

极限运算法则



一、本单元的内容要点

1.无穷小与无穷大的概念；

2.极限的运算法则；

3.两个重要极限

4.无穷小的阶与等价无穷小及等价无穷小的替换准则．



二、本单元的教学要求

1.理解无穷小和无穷大的概念；

2.掌握极限的运算法则

3.掌握两个重要极限并由此去计算比较复杂的极限；

4.理解无穷小阶的概念，熟记几个常用的等价无穷小并

由此去求一些复杂的极限．



三、本单元教学的重点与难点

重点

1.无穷小的概念，无穷小与极限的关系；

2.极限的运算法则，尤其是复合函数极限的运算法则；

3.两个重要极限；

4.无穷小的阶与等价无穷小的替换．



难点

1.要区别无穷小与“很小”的数的差别，注意到无穷小是

一类以零为极限的变量；

2.注意无穷大与无界函数的差别．无穷大并不是极限，

但却有明显的变化趋势，为了指出这类特殊的变化形式

才引入了无穷大的概念；

3.理解无穷小的阶的概念及本质，掌握用等价无穷小替

换方法去求某些复杂极限的方法，尤其是使用等价无穷

小替换的条件．



本单元教学时数：6课时



无穷小与无穷大

1.无穷小

定义 如果x→x0(x→∞)时函数f(x)的极限为零，那么函

数 f (x)就叫做x→x0(x→∞)时的无穷小．

注 1.无穷小是以零为极限的变量，不能把它混同于一个

很小的数；

2.变量是否为无穷小与自变量的变化过程有关．



例1    因 ，所以变量 是当x→0时

的无穷小量．

0

1lim sin 0
x

x
x→
=

1sinx
x

定理1 在自变量的同一变化过程x→x0(x→∞)中，函数

f (x)有极限A的充分必要条件是f (x)=A+ α，其中 α是无

穷小．

证 ⇒：若 ，则∀ ε>0, ∃δ>0, 当0<|x-x0|<δ

时，有
0

lim ( )
x x

f x A
→

=

( ) ,f x A ε− <



令α= f(x)−A,  则，上式为

( ) ( ) 0 0 ,f x A f x A α ε− = − − = − <

即，变量α是无穷小量；

⇐：若α= f(x)−A是当x→x0时的无穷小，则∀ ε>0, 

∃δ>0, 当0<|x-x0|<δ时，有

0 ( ) 0 ( ) 0 ,f x A f xα ε− = − − = − <

即：
0

lim ( ) .
x x

f x A
→

=

同理可讨论 x→∞的情形．



2.无穷大

定义2    设函数 f(x)在x0的某一个空心领域中有定义(或

|x|大于某一个正数)，若对于任意给定的正数M，总存在

正数δ(或正数X)，只要x适合不等式0<|x-x0|<δ(|x|>X)，对

应的函数值 f(x)总满足不等式

( ) ,f x M>

则称函数 f(x)为当x→x0(x→∞)时的无穷大．记为

lim ( ) .
x

f x
→∞

= ∞



注 1.记号 并不是表明函数f(x)当x→x0

(x→∞)时极限存在，而仅是为了表明函数f(x)当自变量

在变化的过程中，有确定的变化趋势；

2.无穷大(∞)不是一个数．

lim ( )
x

f x
→∞

= ∞



例2    证明 ，即函数 当x→1时

为无穷大．
1

1lim
1x x→
= ∞

−
1( )

1
f x

x
=

−

证 ∀M>0，要使 ，即 故取
1 ,

1
M

x
>

−
11 ,x
M

− < 1
M

δ =

当0<|x-x0|<            ，有
1
M

δ =

1 ,
1

M
x

>
−

即：
1

1lim .
1x x→
= ∞

− x

y

o 1

1
1

y
x

=
−



定理2    在自变量的某一个变化过程中，如果 f(x)为无穷

大，则 为无穷小；反之，如果f(x)为无穷小，且
1
( )f x

f(x)≠0, 则 为无穷大．
1
( )f x

证 设 ，∀ε>0，由无穷大的定义，

∃δ>0，当0<|x-x0|< δ时，有
0

lim ( )
x x

f x
→

=∞

1( ) ,f x M
ε

> =
即，

1 ,
( )f x

ε<



即，
0

1lim 0.
( )x x f x→

=

反之，设 则由无穷小的定义，对

∃δ>0,  当0<|x-x0|<δ时，有
0

lim ( ) 0,
x x

f x
→

=
1
M

ε =

1( ) ,f x
M

ε< =

因当0<|x-x0|<δ时，f(x)≠0，从而

1 1 ,
( )f x M

>

即，
0

lim ( ) 0.
x x

f x
→

=



类似，可证 的情形．
0

lim ( ) 0
x x

f x
→

=



极限运算法则

利用函数极限与无穷小的关系(定理1)，我们导出如下

的极限运算法则．为了简化起见，我们以记号

表示当自变量在某一个变化过程中的极限，这里变量

x可以x→x0, 也可以x→∞．在相关的证明过程中，只要

把0<|x-x0|<δ改换成相应的|x|>X即可．

lim ( )
x

f x



定理3    有限个无穷小的和是无穷小．

证 考虑两个无穷小的情形．

设当x→x0时，α, β是无穷小，考虑变量γ=α+β，由条

件 ，故对∀ε>0,  ∃δ1>0,  当0<|x-x0|<δ1时，有
0

lim 0
x x

α
→

=

,
2
εα <

同理，因 ，对对此ε>0,  ∃δ2>0,  当0<|x-x0|<δ2

时，有
0

lim 0
x x

β
→

=

,
2
εβ <



取 ，当0<|x-x0|<δ时，有1 2min{ , }δ δ δ=

,
2 2
ε εγ α β α β ε= + ≤ + < + =

即，
0

lim 0.
x x

γ
→

=



定理4    有界函数与无穷小的乘积是无穷小．

证 设函数u在x0的某一个空心领域 内是有界

的，即∃M>0，使得对一切的 有|u|≤M，

又设α是当x→x0时的无穷小量，即∀ε>0, ∃δ2>0，当

0<|x-x0|<δ2时，有

( )0 1,
o

U x δ

0 1( , )
o

x U x δ∈

,
M
εα ≤

取 ，当0<|x-x0|<δ时，有1 2min{ , }δ δ δ=

, ,u M
M
εα≤ ≤



同时成立，从而

,u u M
M
εα α ε= < =

即，uα是x→x0的无穷小．

推论1    常数与无穷小的乘积是无穷小．

推论2    有限个无穷小的乘积也是无穷小．



定理5    如果 ，则lim ( ) ,lim ( )
x x

f x A g x B= =

( )lim ( ) ( ) lim ( ) lim ( ) .
x x x

f x g x f x g x A B± = ± = ±⑴

⑵ [ ]lim ( ) ( ) lim ( ) lim ( ) .
x x x

f x g x f x g x AB= ⋅ =

⑶若B≠0，则

lim ( )( )lim .
( ) lim ( )

x

x
x

f xf x A
g x g x B

= =



证 ⑴设 则由定理1，有lim ( ) ,lim ( ) ,
x x

f x A g x B= =

( ) , ( ) ,f x A g x Bα β= + = +

其中，α, β均为无穷小，于是

( ) ( )( ) ( ) ,f x g x A B A Bα β α β± = + ± + = ± + ±

这里，α±β是无穷小，所以由定理1，得

( )lim ( ) ( ) lim ( ) lim ( ).
x x x

f x g x A B f x g x± = ± = ±

⑵因 ，故在x0的某个空心领

域 内，函数f(x), g(x)有界，又因

lim ( ) ,lim ( )
x x

f x A g x B= =

0 1( , )
o

U x δ



lim ( ) ,lim ( )
x x

f x A g x B= =

故 从而在x0的某个领域

内有

( ) , ( ) ,f x A g x Bα β= + = +

0( , )
o

U x δ

[ ] [ ]( ) ( )
( ) ( )

f x g x A B
A B f x g x

α β
β β αβ

= + ⋅ +

= ⋅ + ⋅ + +

注意到，在该领域中， f(x), g(x)为有界变量，故

( ) ( )f x g xα β αβ⋅ + ⋅ +

为无穷小，所以由定理3，得

[ ]lim ( ) ( ) lim ( ) lim ( ).
x x x

f x g x AB f x g x= = ⋅



⑶因 则由定理1，得lim ( ) ,lim ( ) 0,
x x

f x A g x B= = ≠

( ) , ( ) ,f x A g x Bα β= + = +

其中，α, β为无穷小，令

( ) ,
( )

f x A
g x B

γ = −

则

( ) ( )1 ,A A B A
B B B B

αγ α β
β β

+
= − = −

+ +
因 故由第二单元第四目的定理3，存在点

x0的某一个空心领域 ，当 时，有

lim ( ) 0,
x

g x B= ≠

0( )
o

U x 0( )
o

x U x∈



( ) ,
2
B

g x >

∴
( ) 2

1 1 1 1 2 1 ,
( )B B B g x B B Bβ

= ⋅ < ⋅ =
+

由此说明， 在点x0的某个空心领域 中有

界，由本节定理2，知γ为无穷小．又因
( )

1
B B β+ 0( )

o
U x

( ) ,
( )

f x A
g x B

γ= +

故由定理1，得



lim ( )( )lim .
( ) lim ( )

x

x
x

f xf x A
g x B g x

= =

由此定理得如下推论：

推论1    若 存在，c为常数，则lim ( )
x

f x

lim ( ) lim ( ).
x x

cf x c f x=

推论2    若 存在，n是正整数，则lim ( )
x

f x

[ ] lim ( ) lim ( ) .
nn

x x
f x f x⎡ ⎤= ⎣ ⎦



将数列视为特殊的函数，由此得到：

定理6    设有数列{xn}, {yn}，若

lim , lim ,n nn n
x a y b

→∞ →∞
= =

则，

⑴ ( )lim ,n nn
x y a b

→∞
± = ±

⑵ ( )lim ,n nn
x y ab

→∞
⋅ =

⑶若y0≠0, 且b≠0，则 lim .n

n
n

x a
y b→∞

=



定理7    若 而 则( ) ( ),x xϕ φ≥ lim ( ) ,lim ( ) ,
x x

x a x bϕ φ= =

.a b≥

例1    求 ( )2

2
lim 3 2 .
x

x x
→

+ −

解 ( )

( )

2 2

2 2 2 2

2
2

2 2 2

lim 3 2 lim lim3 lim2

lim 3lim lim 2 2 3 2 2 8.

x x x x

x x x

x x x x

x x

→ → → →

→ → →

+ − = + −

= + − = + ⋅ − =

一般，对多项式函数 1
1 1 0( ) ,n n

n nf x a x a x a x a−
−= + + +"

有

0

1
0 1 0 1 0 0 0lim ( ) ( ).n n

n nx x
f x a x a x a x a f x−

−→
= + + + =



例2    求
2

3 21

2 1lim .
3 2 1x

x x
x x x→

+ +
+ − +

解 ∵ ( )3 2

1
lim 3 2 1 5 0,
x

x x x
→

+ − + = ≠

∴

( )
( )

2

3 21

2

1
3 2

1

2 1lim
3 2 1

lim 2 1 4 .
5lim 3 2 1

x

x

x

x x
x x x

x x

x x x

→

→

→

+ +
+ − +

+ +
= =

+ − +



一般，若
1

1 1 0
01

1 1 0

( )( ) , ( ) 0,
( )

n n
n n n

mm m
m m m

a x a x a x a P xf x P x
b x b x b x b P x

−
−

−
−

+ + + +
= = ≠

+ + + +
"
"

则，

( )0

0

0

( )lim ( ) .n

x x
m

P xf x
P x→

=



例3    求
2

21

1lim .
3 2x

x
x x→

−
− +

解 当x→1时，分子和分母的极限为零，故不能用上面

的方法求极限．

( )( )
( )( )

2

21 1 1

1 11 1lim lim lim 2.
3 2 2 1 2x x x

x xx x
x x x x x→ → →

− +− +
= = = −

− + − − −



例4    求
21

2 3lim .
5 4x

x
x x→

−
− +

2

1

5 4lim 0,
2 3x

x x
x→

− +
=

−

解 ∵ 故不能商

的求极限的方法．考虑

( ) ( )2

1 1
lim 5 4 0,lim 2 3 0,
x x

x x x
→ →

− + = − ≠

由无穷大与无穷小的关系，得

21

2 3lim .
5 4x

x
x x→

−
= ∞

− +



例5    求极限
3 2

3 2

2 3 2 1lim .
3 2 3x

x x x
x x x→∞

+ − +
− + −

解 分子分母均除以x3, 得

3 2 2 3

3 2

3

1 1 12 3 22 3 2 1 2lim lim .1 1 13 2 3 33 2 3
x x

x x x x x x
x x x

x x x
→∞ →∞

+ − ++ − +
= =

− + − − + −



2

3 2

1lim .
2 2 1x

x x
x x x→∞

+ +
− − +

例6    求极限

解 分子分母均除以x2，得

2 2 3

3 2

2 3

1 1 1
1lim lim 0.1 1 12 2 1 1 2 2

x x

x x x x x
x x x

x x x
→∞ →∞

+ ++ +
= =

− − + − − +



例7    求极限
4 2

3 2

3 2 1lim .
3 2 4x

x x x
x x→∞

− + −
+ +

解 考虑极限：

3 2

4 2

3 2 4lim ,
3 2 1x

x x
x x x→∞

+ +
− + −

同例6，得该极限为0，故原式的极限

4 2

3 2

3 2 1lim .
3 2 4x

x x x
x x→∞

− + −
= ∞

+ +



对上面几个例子的分析，得到有理函数f(x)当x→∞时

的极限公式：
1

1 1 0
1

1 1 0

( )lim
( )

  

               0   .

   

n n
n n n

m mx
m m m

n

m

P x a x a x a x a
P x b x b x b x b

a n m
b

n m

n m

−
−

−→∞
−

+ + + +
=

+ + + +

⎧ =⎪
⎪⎪= >⎨
⎪
⎪
∞ <⎪⎩

"
"



定理6(复合函数极限的运算法则)    设函数 y=f[g(x)]是由

函数f(u)与函数u=g(x)复合函数， y=f[g(x)]在点x0的某空

心领域内有定义， 且存在

δ0>0，当0<|x- x0|< δ0时，有g(x)≠g(x0)，则
0 0

0lim ( ) , lim ( ) ,
x x u u

g x u f u A
→ →

= =

0 0

lim [ ( )] lim ( ) .
x x u u

f g x f u A
→ →

= =

证 由函数极限的定义，因

0

lim ( ) ,
u u

f u A
→

=

故，对∀ε>0,  ∃η>0,  当0<|u-u0|<η,  有

( ) ,f u A ε− <



又因为 故对此η>0, ∃δ1>0,  当0<|x-x0|<δ1,

有|g(x)-g(x0)|<η,  又由假设，当0<|x-x0|<δ1，有g(x)≠u0，

取δ=max{δ1, δ2}，则当0<|x-x0|<δ1时，有

0
0lim ( ) ,

x x
g x u

→
=

00 ( ) ,g x u η< − <
从而，有

[ ( )] ( ) ,f g x A f u A ε− = − <

即，

0 0

lim [ ( )] lim ( ) .
x x u u

f g x f u A
→ →

= =



例8    求
1

lim 2 1.
x

x
→

+

解 令u=2x+1，则 ，而当u0>0时，
1

lim 3
x

u
→

=
0

0lim ,
u u

u u
→

=

故由定理6，得：

1
lim 2 1.
x

x
→

+



极限存在准则

在这一目中，我们主要讨论极限存在的两个重要准

则，及利用这两个准则所得到的两个重要极限．



lim lim ,n nn n
y z a

→∞ →∞
= =

准则1    如果数列(xn), (yn), (zn)满足下列条件：

⑴ yn≤ xn≤ zn(n=1,2,3,…)，

⑵

则数列(xn)的极限存在，且 .lim nn
x a

→∞
=

证 因xn→a, yn→a, 由数列极限的定义，∀ε >0 ∃N1>0,

当n>N1时,  有|xn-a|<ε,  对此ε>0,  ∃N2>0, 当n>N2时，有

|zn-a|<ε，取N=max{N1, N2}，则当n>N时关系式

, ,n ny a z aε ε− < − <



同时成立，即有

,n n na y x z aε ε− < < < < +

即

,nx a ε− <

此即说明

lim .nn
x a

→∞
=



准则1的函数形式为

准则 如果

⑴当 (或|x|>M)时，

1′

0( , )
o

x U x δ∈

( ) ( ) ( ),g x f x h x≤ ≤

⑵ ( )
0 0

lim ( ) lim ( ) lim ( ) lim ( ) ,
x x x x x x

g x h x A g x h x A
→ → →∞ →∞

= = = =

则： ( )
0

lim ( ) lim ( ) .
x x x

f x A f x A
→ →∞

= =



重要极限1     
0

sinlim 1
x

x
x→

=

证 首先注意到函数 对一切x≠0都有定义，并且

为偶函数，故仅需证明对x>0时关系成立即可．

sin x
x

如图所示，在单位圆中，记圆心角

AO

D

C

B

x

0 ,
2

AOB x x π⎛ ⎞∠ = < <⎜ ⎟
⎝ ⎠

点A处的切线与OB的连长线交于D，

BC⊥OA，则
psin , , tan ,x CB x AB x AD= = =



∵ DAOB的面积<扇形AOB< DAOD的面积，

1 1 1sin tan ,
2 2 2

x x x< <∴

sin tan ,x x x< <即，

不等式两边都除以 sinx，得

11 ,
sin cos

x
x x

< <

变形为
sincos 1,xx

x
< <



因 ，由准则1，得
0

limcos 1
x

x
→

=

0

sinlim 1.
x

x
x→

=

注
0

limcos 1.
x

x
→

=

∵当 时，有不等式0
2

x π
< <

2
20 cos 1 1 cos 2sin ,

2 2
x xx x< − = − = <

即： 2

0 1 cos ,
2
xx< − <



当x→0时， 由准则 得
2

0,
2
x
→ 1′

( )
0

lim 1 cos 0,
x

x
→

− =

即

0
limcos 1.
x

x
→

=



例9    求
0

tanlim .
x

x
x→

解

0 0 0 0

tan sin 1 sin 1lim lim lim lim 1.
cos cosx x x x

x x x
x x x x x→ → → →

⎛ ⎞= ⋅ = ⋅ =⎜ ⎟
⎝ ⎠



例10    求 30

sin tanlim .
x

x x
x→

−

解

3 30 0

2

2 20 0

2

20

sin tan sin (cos 1)lim lim
cos

2sin1 sin cos 1 2lim lim
cos

2
12lim .
2

x x

x x

x

x x x x
x x x

x
x x

x x x x
x

x

→ →

→ →

→

− −
=

⋅

−
= = −

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠= − = −



0

arcsinlim .
x

x
x→

例11    求

解 令t=arc sinx, 则x=sin t, 当x→0时，t→0, 则由复合

函数的极限运算法则，得

0 0

arcsinlim lim 1.
sinx t

x t
x t→ →

= =



准则2    单调有界数列必有极限．

作为这个准则的应用，我们来讨论极限

1lim 1 .
x

x x→∞

⎛ ⎞+⎜ ⎟
⎝ ⎠

设 ，今证数列(xn)单调增加且有界．
11

n

nx x
⎛ ⎞= +⎜ ⎟
⎝ ⎠



( )
2 3

11

1 ( 1) 1 ( 1)( 2) 1   1
1! 2! 3!

( 1) 1 1   
!

1 1 1 1 2   1 1 1 1 1
2! 3!

1 1 2 1   1 1 1 .
!

n

n

n

x
n

n n n n n n
n n n

n n n n
n n

n n n
n

n n n n

⎛ ⎞= +⎜ ⎟
⎝ ⎠

− − −
= + + + +

− − +
+

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞= + + − + − − +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

−⎛ ⎞⎛ ⎞⎛ ⎞+ − − −⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠⎝ ⎠

"

"

"



类似地有

( )

1
1 1 1 1 21 1 1 1 1
2! 1 3! 1 1

1 1 2 1   1 1 1
! 1 1 1

1 1 2   1 1 1 .
1 ! 1 1 1

nx n n n
n

n n n n
n

n n n n

+
⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞= + + − + − − +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟+ + +⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

−⎛ ⎞⎛ ⎞⎛ ⎞+ − − −⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟+ + +⎝ ⎠⎝ ⎠⎝ ⎠
⎛ ⎞⎛ ⎞⎛ ⎞+ − − −⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟+ + + +⎝ ⎠⎝ ⎠⎝ ⎠

"

比较xn, xn+1的展开式，可以看到除前两项外， xn的每

一项都小于xn+1的每一项，且还多了最后的一项，其值



大于零，所以

xn< xn+1,

由此说明数列(xn)是单调增加上升的．又因

2 1

1

1 1 1 1 1 11 1 1 1
2! 3! ! 2 2 2
11 12   1 3 3.1 21
2

n n

n

n

x
n −

−

< + + + + + < + + + + +

−
= + = − <

−

" "

此说明数列(xn)是有界的，由极限存在准则2，知数列



(xn)的极限存在，以数e表示，即

1lim 1 .
n

n
e

n→∞

⎛ ⎞+ =⎜ ⎟
⎝ ⎠

可以证明，当x→+∞, x→ −∞时，函数 的极限

均存在，且都等于e，即有

11
x

x
⎛ ⎞+⎜ ⎟
⎝ ⎠

1lim 1 .
x

x
e

x→∞

⎛ ⎞+ =⎜ ⎟
⎝ ⎠



例12    求
1lim 1 .

x

x x→∞

⎛ ⎞−⎜ ⎟
⎝ ⎠

解
1

11 1lim 1 lim 1 .
x n

x x
e

x x

−−
−

→∞ →∞

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞− = − =⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦



例13    求
1

21
2 2

2 2 2lim 1 lim 1 / 1
1 1 1

2lim 1 .
1

x x

x x

x

x

x x x

e
x

+

→∞ →∞

+

→∞

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ = + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟+ + +⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎡ ⎤
⎛ ⎞⎢ ⎥= + =⎜ ⎟⎢ ⎥+⎝ ⎠
⎣ ⎦

此例说明，对于任何整数k，总有

1lim 1 .
x k

x
e

x

+

→∞

⎛ ⎞+ =⎜ ⎟
⎝ ⎠



例14    求
2lim .
2

x

x

x
x→∞

+⎛ ⎞
⎜ ⎟−⎝ ⎠

解

42
4 4

2 2 4 4lim lim lim 1
2 2 2

4lim 1 .
2

x x x

x x x

x

x

x x
x x x

e
x

→∞ →∞ →∞

−

→∞

+ − +⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= = +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟− − −⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎡ ⎤
⎛ ⎞⎢ ⎥= + =⎜ ⎟⎢ ⎥−⎝ ⎠
⎣ ⎦



无穷小的比较

在本节的第一目中，我们看到有限个无穷小的和、积

仍然是无穷小，但无穷小的商却会出现多种情况．例如：

2

20 0

3 sinlim 0,  lim 0,  lim 1.
3x x x

x x x
x x x→ → →
= = =

可以看到，当x→0时， x2→0比x→0的速度更快；而

sin x→0与x→0的速度大致相同．在这个过程中，可以

看到“阶”起了一个比较重要的作用．为此，我们引入：



定义：设α, β是两个无穷小，

⑴若 则称α是β的高阶无穷小，记作lim 0,
x

α
β
= ( )oα β=

⑵若 则称α是β的低阶无穷小；lim ,
x

α
β
= ∞

⑶若 则称α是β的同阶无穷小；lim 0,
x

cα
β
= ≠

⑷若 则称α是β的k阶无穷小;lim 0,kx

α
β

=

⑸若 则称α是β的等价无穷小，记作 ．lim 1,
x

α
β
= α β=∼



由前面的例中可以看到： tan ,x x∼ 211 cos .
2

x x− ∼

例15    证明：当x→0时，
11 1 .n x x
n

+ − ∼

证 因为

( )
( ) ( )

( ) ( )

0 1 2

1 20

1 11 1lim lim1 1 1 1 1

lim 1.
1 1 1

n
nn

x x n nn n

n nx n n

xx

x x x x
n n

n

x x

→ →∞ − −

− −→

+ −+ −
=

⎡ ⎤+ + + + +⎢ ⎥⎣ ⎦

= =
+ + + + +

"

"



定理1    α, β是等价无穷小的充分必要条件为α=β+o(β).

证 ⇒：设 ，则α β=∼

lim lim 0,
x x

α β α β
β β β

⎛ ⎞−
= − =⎜ ⎟

⎝ ⎠

即，α−β=o(β)；

⇐：α=β+o(β)，则

( )lim lim 1,
x x

oα β β
β β

+
= =

即： ．α β=∼



定理2    设 且 存在，则, ,α α β β′ ′∼ ∼ lim
x

α
β
′
′

lim lim .
x x

α α
β β

′
=

′

证

      
lim lim lim .

x x x

α α α β α
β α β β β

′ ′ ′⎛ ⎞
= =⎜ ⎟′ ′ ′⎝ ⎠

此定理又称为等价无穷小的替换准则．



例16    求极限
0

ln(1 )lim .
x

x
x→

+

解 1

0 0

ln(1 )lim limln(1 ) ln 1.x
x x

x x e
x→ →

+
= + = =



例17    求 1lim .
x

x

e
x
−

解 令 1, ln(1 ), 0 0,xy e x y x y= − = + → ⇒ →

则，

0

1lim lim 1.
ln(1 )

x

x y

e y
x y→

−
= =

+

由此得到，当x→0时， 1 .xe x− ∼



等价无穷小的基本性质：设α, β, γ是无穷小，

⑴自身性： α~α；

⑵对称性：若α ~ β，则 β~α；

⑶传递性：若α ~ β，β~ γ，则α~γ．

由此得到当x→0时，常见的一些等价无穷小：

sin tan arcsin
 arctan 1 ln(1 ).x

x x x x
x e x− +

∼ ∼ ∼
∼ ∼ ∼


