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用定积分求平面曲线弧长公式教学设计与实践 
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【摘 要】分析用定积分求平面曲线弧长公式教学中存在的f*-I题和难点，根据学生学习中容易发生知识负迁移的错 

误。创设情境。让学生经历问题探索的过程，培养学生言必有据的良好思维品质，进而对当前高等数学的课堂教学进行总 

结与反 思． 
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1 问题的背景 

用定积分求平面曲线弧长是数学分析的难点之一 ， 

对学生而言，至少有以下两个问题需要解决． 

第一，弧长定义为什么还需要有一个“可求长”的限 

制，难道闭区间[n，6】上的弧长还有不 求长的情形? 

第二，求弧长公式的定理，为什么要从 曲线的参数方 

程开始?用极坐标方程类比平面区域面积的求法以扇形的 

弧长作为微元去求弧长公式不行吗? 

对此，如果教师迎“难”而上，只管按文【l】【2]的编排顺 

序：定义、定理、证明⋯按部就班地照本宣科而不顾学生的 

感受进行教学的话，将导致学生学完本单元后，充其量是 

只知其然而不知其所以然．为此，我们在教学中因势利导， 

设法让学生有一个探索的过程，使学生知其所以然． 

2 创设情境，提出问题 

在给出弧长定义之后，复习极坐标方程 P=P(O)a<-- 

≤口所表示的曲线及二射线O=ot及o=B及围成区域的面积 

的求法，提出问题： 

平面曲线的弧长能否类比平面区域的面积，以 “扇 

形”为“微元”先求 出极坐标方程的弧长 ，而扇形弧长s=pO 

公式简捷易求．请大家讨论． 

3 学生讨论，探究问题 

受面积求法的影响 ，绝大多数同学认为这是可能的， 

于是积极讨论，探究问题 。并有以下的推导： 

如图1所示的曲线为 

：p=p(O)， ≤ 口。 

设弧长微元是夹角为的扇形弧长， 

ds~o(0)d0， 

那么，曲线L的弧长公式应为 0 

s= ㈣  (1) 图 1 

学生得到(1)式后都发现这是一个错误的结果． 

这时，我们不失时机地指出：是我们推导有问题还是 

方法本身有问题。请继续思考． 

4 深入探讨，循循善诱 

在以上的过程中，学生也许还不知道问题出在哪里。 

这时引入弧长教学的条件叉尚未成熟，我们还须进一步引 

导学生思考，深入探究． 

既然是我们的推导没有问题 ，那么问题可能出在微 

元上．图1所示，若以、／ 根』、J2近似地代替精确程度是否 

更高，也许这样能得到正确的结果． 

先让学生在直角坐标系下探究问题． 

设函数y )在[n，6】上具有连续导数。则曲线y ) 

相应于[n，6]．h任一小区间 ，x+dx]的一段弧的长度可用该 

曲线上点 )到点( + + )的距离来代替，此即弧 

微分 (如图2)．在此假设之下，同学们继续探究，得到 

=、／( )1+(dy) = 

、／1+( ) d = dx． (2) 

因此，曲线 )在闭区间【n， 上的弧长为 

s= I =I￡ dx， (3) 

然后鼓励同学们将其结果化为参数方程，得到 

当曲线 的方程为参数方程 ll+ 

； 压 l 
给出时，弧微分是 I。i l 

=、厂 _、 十  ——一 
此时弧长公式是 0 

： r 雨 dt (4) 图2 
类似地转化为极坐标方程的弧长的求法，得到当曲线由极 

坐标方程p ( )，a<_O<-B给出时，由极坐标与直角坐标的 

关系{ P。 o，并将此关系看作曲线以 为参数的参数方 
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程，从而有 

这时 

ds=、研 dO=- 

f =p。c0s O-pcos 0 

ly sin O+pcos 0’ 

sin 1+ sin O+p’cosO) dO=- 

， 

相应的弧长公式是 

— —  

s=I p dO． (5) 
J 

这一下得来全不费功夫，想不到顺着我们的思路求 

弧长得到了比教材更为简便的方法． 

如果在 ，6】上两条连续的可求长曲线 ( )与 

y-．~p( )，设它们的长分别是 ，当 =，x)与 = ( )很 

接近时，即 

V￡>O，V ∈a，6] )一 ( )1<6． 

它们的长L 与是否也很接近? 

学生很快就给以肯定的回答．教师鼓励学生证明 

自己的结论，学生一下子无法证明(因为这根本不可能)． 

教师出示反例．【 ] 

例如，在【0，1]上，设， )=O，~IJLI=I．又以区间【0，1】为斜 

边作等腰直角三角形(如图3)．设折线函数是 -( )，其长 

L =x／2． 

1 1 

将区间【0，1】二等分，在每个区间【0， 1】与【÷，1】上， 

同样以它们为斜边作等腰直角三 

角形，设折线函数是 = 

咖：( )，其长=L =2： }=、 ． 

再将区间【0， 1】与[ ，1】都二 
一 

等分 。同法继续下去，～直作到第n 

次．设折线函数y---~ x)，其长k= 

2n =、／ ，而折线函数 = ( )在[o，1】上的最大值是 

去．于是，函数 x)能够任意接近于函数／( )，即V6>0， 

当n充分大时，V ∈【0，1】j )一‰( )I= <￡．但是 ，它们 

的长1与、／2都不能很接近，即 

ILrL,J=、／2-l>t~0(取O<￡o(、／2-1)． 

引导学生思考(2)式到(3)式的推导依据． 

但还不够，教师继续提问： 

闭区问 ，6】上的连续曲线 )是否一定可以求长? 

这下学生不敢直接回答教师的问题，这说明学生在 

积极思考．教师不妨再讲授例题b]瑚 

在坐标平面上取点列： 

AI(1，o)，A!‘ 1
，吉)，A，( ，0)，A ({，{)，⋯， 

A，J--( ，o)，A (去， )，⋯，依次用线段连接上述各 
点，有线段列(如图4)： 

AlA ，A 2A 3，A 3A 4，⋯ ，A A I’⋯ 

和原点(O，O)，构成【O，1】上的连续曲线C．讨论曲线C的内接 

折线列 ： 

AlA2A3O，AlA2A3A4AjO，AlA2A3A4AjA6A7O，⋯ 

设内接折线列的长是数列fL l，显然 

Ll>2·丢=1， 

÷= 专， 
Lz>l+ 1+2

·吉= +吉+吾 
2 

1 1 1 1 

L ̈专 寺 寺+’“ 音- 图4 
， 1 1 1 、 

已知数列{1+寺+寺+⋯ ÷}发散，则lim L =+。。，即 

[0，1]上的连续曲线C是不可求长的． ． 

至此，用定积分求平面曲线弧长已水到渠成 ．这样处 

理，不仅克服了学生的心理障碍，而且让学生知其然更知 

其所以然．至于求弧长教学中的每一个具体的知识点，这对 

大学数学专业的学生而言已不再是什么困难的问题． 

5 总结与反思 

在班级教学中，对每位学生而言，没有十全十美的教 

学方法，本文也不例外，对此，我们愿意与同仁商榷． 

(1)教无定法．对此。本文作了一定的探索．我们着眼 

于思维方法的教学 ，井注意到了学生的学习感受．我们必 

须教会学生勇于探索未知领域，从失败中获得成功． 

(2)学生再一次地明白，学习务必防止知识的负迁移． 

学生出现知识迁移上的错误 ，主要是缺乏“言必有据”的严 

谨思维品质． 

(3)师范院校的数学课堂教学模式更值得我们永远 

认真探索，因为它不但影响着学生对知识的掌握，更重要 

的是它启迪学生未来的教学． 

(4)教师比学生“高明”之处 ，不应只是知识量的体 

现，而应该是如何应用广博的知识优化课堂教学，使学生 

学得更好，更乐于学习．同时 ，教师的教学方法应灵活多 

变，不墨守成规，正因为如此我们要声明本文不提倡每次 

课都要将学生“置于死地而后生”． 

(5)这种探究式的课堂教学对学 生发展无疑是至关 

重要的，但实际情况却不允许我们有更多的时问像本文那 

样去实施这种符合学生认识事物规律的教学模式，但我们 

认为，只要有可能 ，我们都会实施探究式的教学模式，哪怕 

在教学进度上做出一点牺牲也是值得的． 
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